Module Sémantique
TD 2 : Points fixes

Correction

Définition 1: Espace métrique.
Un espace métrique (EE, d) est un espace E muni d’une distance d vérifiant les propriétés
suivantes :

1. Vx,y € E d(x,y) >0

2. Vx,y € E d(x,y) =d(y, x)
3.Vx,y€E d(x,y) =0 <= x=y

4 Vx,y,z€ E d(x,y) <d(x,z)+d(y,z)

Définition 2: Suite de Cauchy.
Une suite (u#,),en sur (EE, d) est dite de Cauchy si et seulement si

Ve > 0,IN |Vn,p > N,d(up,u,) <€
Un espace métrique (IE, d) est dit complet si et seulement si toute suite (u,),en C E de
Cauchy converge dans E.

1. Donner un exemple d’espace métrique. Est-il complet?

(N, [x = yl), (R, |x = y|)

Définition 3: Fonctions Lipschitziennes.
Une fonction f sur un espace métrique (IE,d) est dite Lipschitzienne de rapport k si et
seulement si

Vx,y € E, d(f(x), f(y)) <k-d(x,y)

2. Donner un exemple de fonction Lipschitzienne.
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Onnote D = IN — IN I'espace des fonctions des entiers vers les entiers. On définit sur ID
une distance d telle que, si g et / sont des fonctions vérifiant

1(0) 8(0)

h(N) = &(N)
W(N+1) # &(N+1)

alors d(g,h) = 1/2N*1, etsi ¢ = halors d(g,h) = 0.

3. Nous allons prouver que (ID, d) est un espace métrique complet.

3. 1. Montrer que (ID, d) est un espace métrique.

3. 2. Nous allons maintenant prouver qu’il est complet.

Soit (fu)nen une suite de Cauchy sur (D, d).

3.2.1. En utilisant la définition 2, montrer qu’il existe une fonction g : IN — IN croissante

telle que,
1
Vn €N, Vp,q > g(n), d(fy, f7) < ol

On définit la fonction F : N — IN de la maniére suivante :

Vn € N, F(?’l) = fg(n) (1’1)

3.2.2. Montrer, par récurrence forte sur 1, que

VneNN, Vp > g(n),Vk <n, F(k) = f,(k)
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3.2.3. En déduire que

1
¥n €N, Vp > g(n),d(F, fy) < 5

3.2.4. Montrer que F est la limite de la suite f,. En déduire que (ID,d) est un espace
métrique complet.

Soit @ : ID — D définie par

(®(f))(n)=if (n=0)thenlelsen x f(n—1)

4. Nous allons montrer que & est lipschitzienne.

4. 1. Montrer que siVp < n, f(p) = g(p),alorsVg <n+1, (O(f))(q) = (D(g))(q).

4. 2. En déduire que P est Lipschitzienne de rapport 1/2
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(@(f))(9) = ((g))(49)

) =1/2-d(f,g)
=0alors f =getd(P(f),P(g) =0<1/2-d(f,g)
st Lipschitzienne de rapport 1/2.

1/

, £(p) = 8(p)
+1,

(s

5. Soit fo un élément quelconque de ID. Calculer ®'(fy)(n) pour i = 1,2,3. Généraliser
pour i quelconque. En déduire lim ®'(fy)
1—00

lim; e @ (fo) = (f : n+— n!)

On définit ¥ par

¥(f)(n) =if (n =0) then 1 else Lf( +1)j

6. ¥ est-elle lipschitzienne ? Que dire de lim ¥"(fy)?
n—oo

d(f,g) =1/2"1 = Vp <n f(p) = g(p) ET f(n+1) # g(n +1)
~ d(¥(f), ¥(g)) = 1/2"
— Donc Y est Lipschitzienne de rapport 2
— Sa limite n’est pas définie

7. Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme du point fixe :
Si'Y est lipschitzienne de rapport k < 1 sur (E,d) un espace métrique complet, alors
il existe un unique F tel que Y(F) = F et

Vfo, F = lim Y"(fo)

Soit Y une fonction Lipschitzienne de rapport k < 1 sur un espace métrique complet
(E,d),

7. 1. Montrer que tout point fixe de Y est unique.

Soient f et g deux points fixes de Y,

d(f,8) <k-d(Y(f),Y(g)) =k-d(f,g)
Sid(f,g) # 0alors k > 1 ce qui est absurde, donc d(f,g) =0

= f = g donc tout point fixe de Y est unique.
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Soit fp € E, on définit la suite f, = Y"(fp).

7. 2. Montrer que Vn € N, d(f,,, fo) < d(f1, fo)/(1 —k)

7. 3. En déduire que (f;)nen est une suite de Cauchy

7. 4. Conclure la preuve du théoreme




